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FERMATOV TEST

Fermatova veta hovori, Ze ak n je prvocislo a a je nejaké celé Cislo, 1< a < n-1, potom
a"! El(modn). Z toho dovodu, pre dané cel¢ Cislo n, ktorého prvociselnost’ je otazkou,

hl'adame nejaké celé Cislo a v tomto intervale, pre ktoré tato ekvivalencia nie je pravdiva, a to
sta¢i k dokdzaniu, Ze n je zlozené Cislo.

4.6 Definicia

Nech 7 je akési neparne zlozené celé &islo. Celé &islo a, 1< a < n-1, také ze a™ # 1(modn)sa
vola Fermat witness (k zlozenému) pre .

Obratene, najdenie celého &isla @ medzi 1 a n-1 také, ze a"' =1(modn), n sa javi ako
prvocislo v tom zmysle, ze to zodpoveda Fermatovej vete pre zéklad a. Toto odovodituje
nasledujuca definicia a Algoritmus 4.9.

4.7 Definicia
Nech n je neparne zlozené celé Cislo a nech a je celé Cislo, 1< a < n-1. Potom n sa nazyva

pseudoprvoéislom k zékladu a, ak a"' = l(mod n). Potom celé ¢islo a sa vola Fermat liar pre
n.

4.8 Priklad
(Pseudoprvocislo) Zlozené celé cislo n =341 (=11x31) je pseudoprvocislo k zakladu 2,

pretoze 2°% = l(mod 341).

4.9 Algoritmus - Fermatov test prvociselnosti
FERMAT (n.f)
vstup: neparne celé ¢islo n >3 a bezpecnostny parameter t>1.
Vystup: odpoved "prvocislo" alebo "zlozené Cislo" na otazku : "Je n prvocislo?"
1. Pre i od 1 do ¢ urobte nésledovné:
1.1 Zvol'te si nahodné celé Cisloa, 2<a<n-2.
1.2 Vypotitajte r =a"" modn pouzitim Algoritmu 2.143.
1.3 Ak r #1, potom navrat (" zlozené ¢islo").
2. Navrat ("prvocislo").

Ak algoritmus 4.9 tvrdi "zlozené ¢islo", potom n je urcite zloZzené. Na druhej strane, ak
algoritmus tvrdi "prvocislo", potom nie je poskytnuty ziaden dokaz, Zze n je skutocne
prvocislo. Jednako, pretoze pseudoprvocCisla pre dany zéklad a su zriedkavo zname,
Fermatova veta poskytuje spravnu odpoved’ na vacSinu vstupov, toto ale je Gplne jednoznacné
za predpokladu spravnej odpovede (e. g. ak to spustime s odlisSnymi zdkladiiami) na kazdy
vstup. V skutocnosti tu st zlozené &isla, ktoré st pseudoprvocislami ku kazdému zakladu a,
pre ktoré ged (a,n) =1.

4.10 Definicia
Carmichaelove &islo n je také zlozené celé ¢&islo, ze a"' = l(mod n) pre vsetky celé Cisla a,
ktoré spinaju ged (a, n) = 1.



Ak n je Carmichaelovo ¢islo, potom len Fermat witnesses pre n, su tie celé Cisla a,
1< a < n-1, pre ktoré ged (a, n) > 1. Teda, ak prvociselné faktory od n su vSetky velké, potom
s vysokou pravdepodobnost'ou Fermatov test tvrdi, Ze n je "prvocislo”, aj ked’ pocet iteracii ¢
je velky. Tento nedostatok vo Fermatovom teste je vybraty v Solovay-Strassen a Miller-
Rabin pravdepodobnostnych prvociselnych testoch pri spoliehani sa na kritéria, ktoré su
silnejSie nez Fermatova veta.

Téato podcast’ je ukoncend niektorymi faktami o Carmichaelovych cislach. Ak prvocislo
rozlozime na Cinitele od # je zndme, potom Fakt 4.11 sa moze pouzivat’ k l'ahkému urceniu ¢i
n je Carmichaelovo cislo.

4.11 Fakt (nutné a postacujuce podmienky pre Carmichaelove ¢isla)
Zlozené celé Cislo n je Carmichaelovo ¢islo vtedy a len vtedy, ak su splnené nasledujice dve
podmienky:

(1) n je druha mocnina-vol'na, t.j., n nie je deliteI'né mocninou hocijakého prvocisla

(i) p-1 deli n-1 pre kazdy prvociselny delitel’ p z n.

Vyznam od Faktu 4.11 je nasledovny.

4.12 Fakt Kazdé Carmichaelovo ¢islo je vysledkom od najmenej troch jednozna¢nych
prvocisel.

4.13 Fakt (hranice pre niekol’ko Carmichaelovych cisel)
(1) tu je nekone€ne vela Cisel Carmichaelovych Cisel. V skutocnosti, je tu viac nez

n?7 Carmichaelovych ¢isiel v intervale [2,n], ked’ n je dostato¢ne vel'ké.
(i1) Najviacsia horna hranica zndma pre C(n), ¢islo Carmichaelovych ¢isel < n, je:

C(n)Snk{lﬂ)(l)}lnlnlnn/lnlnn pre n —

Najmensie Carmichaelovo ¢islo je n = 561 = 3 x 11 x 17. Carmichaelove Cisla st pomerne
obmedzené; je tu len 105 212 Carmichaelovych &isel <10 .

Priklad 1: Fermatov test

Fermat (345, 10)
a.)

1.1 Vol'ba ndhodného celého &isla a, v naSom pripade a=127
1.2 Vypocet r=a"" modn

r=127"*mod345

r=25 =  “zlozené ¢islo*

b.) a=333
r=333** mod345
r=141 = “zlozené ¢islo*



c.) a=250
r=250** mod345

r=280 = “zloZené ¢islo*
d.) a=98

r=98* mod345

r=331 = “zlozené ¢islo*
e.) a=23

r=23"*mod345

r=48 = “zlozené ¢islo
f) a=103

r=103’* mod345

r=25% = “zlozené Cislo*
g.) a=159

r=159** mod345

r=261 = “zlozené ¢islo*
h.) a=222

r=222>*mod345

r=6 = “zlozené ¢islo*
1.) a=269

r =269** mod345

r=301 = “zlozené ¢islo*
j.) a=336

r=336* mod345

r=246 = “zlozené ¢islo*

Priklad 2: Fermatov test

Fermat (5059, 5)
a.)

1.1 Vol'ba ndhodného celého ¢isla a, v naSom pripade a=1100
1.2 Vypodet r=a"" modn

r=1100""* mod 5059

r=1 =  “prvocislo®

b.) a=3428
r=3428"* mod 5059
r=1 =  “prvocislo*



c.) a=963
r=963""* mod5059

r=1 =  “prvocislo*
d.) a=5003

r=5003"* mod 5059

r=1 =  “prvocislo*
e) a=28

r =28"* mod5059
r=1 =  “prvocislo*



