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4.3 (True) Primality tests

Prvotny test v tomto odseku je postup pri ktorom kladné celé Cisla mo6zu byt overované ako
prvocislo, a st Casto pouzivané ako prvotna previerka algoritmov. Tento povodny test je
obvykle viac vypoctovo intenzivny nez pravdepodobnostny prvotny test. V dosledku toho,
skor nez pouzijeme jedno z tychto kritérii ku kandidatovi prvocisla n, kandidat by mal byt
podriadeny pravdepodobnostnému prvotnému testu takému ako Miller-Rabinov algoritmus.

4.34 Definicia: Celé c¢islo n ktoré je urcené prvocislom na zdklad prvotného preskuSania
algoritmu sa nazyva preukazatel'né prvocislo.

4.3.1 Testovanie Mersennovych cisel

Utinny algoritmus je znidmy pre prvotnd analyzu Specialnych tried &isel, takych ako
Mersenneho Cisla a Fermatove Cisla. Mersennove prvocisla n st vhodné pretoze aritmetika v
poli Z, pre také n mdze byt realizovana vel'mi ucinne. Lucas-Lehmerov test pre Mersennove
Cisla je algoritmus.

4.35 Definicia: Nech s = 2 je celé ¢islo. Mersennove ¢islo je celé ¢islo tvaru 2° —1. Ak 27 —1
je prvocislo, potom sa nazyva Mersennove prvocislo.

DalSie nutné a postacujuce podmienky pre Mersenneove cislo ktoré je prvocislom.

4.36 Fakt: Nech s =3. Mersennove ¢islo n =2° —1je prvocislo ak a len ak nasledovné dve
podmienky su splnené:

(1) s je prvocislo; a

(2) postup celych cisel definovanych u, =4a u,,, = (u,f —2)modn pre k=0 vyhovuje

u,_, =0.

Fakt 4.36 vedie k nasledovnému deterministickému mnoho€lenu algoritmu urcujucemu (s
istotou) ¢i Mersennove ¢islo je prvocislo.

4.37 algoritmus Lucas-Lehmer prvotny test pre Mersennove ¢isla

VSTUP: Mersenne ¢islo n =2 -1s s=>3.

VYSTUP: odpoved’ "prvocislo" alebo "zloZené" k otdzke: "je n prvocislo?"

1. PouZitie vzoru na kontrolu ak s ma nejaké Cinitel'e medzi 2 a l\/g J Ak to urobi, potom je
vysledok ,,zlozené".

2. Polozit u=4.

3.Prekod 1 do s —2 urobte nasledovné: u (u2 - 2)m0dn .

4. Ak u =0odpoved ,,prvocislo. Inak, odpoved’ ,,zlozené*.



Tabul'a 4.2: Zname Mersennove prvocisla.

index| M; |desiatkovéa|index| M; |desiatkova
] Cislica ] Cislica
1 2 1 18 | 3217 969
2 3 1 19 | 4253 1281
3 5 2 20 | 4423 1332
4 7 3 21 | 9689 2917
5 13 4 22 | 9941 2993
6 17 6 23 | 11213 3376
7 19 6 24 | 19937 6002
8 31 10 25 | 21701 6533
9 61 19 26 | 23209 6987
10 | 89 27 27 | 44497 | 13395
11 | 107 33 28 | 86243 | 25962
12 | 127 39 29 110503 | 33265
13 | 521 157 30 [132049| 39751
14 | 607 183 31 |216091| 65050
15 1279 386 327 |756839| 227832
16 2203 664 33?7 859433 | 258716
17 12281 687

Tabul'a ponuka 33 znamych exponent M 1< j <33, ku ktorému 2" =1 je Mersennovo
prvocislo, a tiez niekol’ko desiatkovych ¢islic v 2"/ 1. Otaznik po j =32 aj = 33 ukazuje,
ze nie je znadme Ci tam je kazdy iny exponent s medzi M3, a tymito ¢islami pre ktory 2° —1 je
prvocislo.

4.3.2 Primality test s pouZzitim faktorizacie n — 1

Téato sekcia uvadza vysledky ktoré sa mozu pouzivat k preskaSaniu Ze celé Cislo n je
prvocislo, za predpokladu , Ze faktorizacia alebo Ciastkova faktorizacia n —1 je zndma. To sa
moze zdat ako nadbyto¢né uvazovanie techniky ktoru pozaduje faktorizacia n—1 ako
podriadeny problém, ak celé ¢islo tohoto Cisla moéze byt faktor, prvotné n samo o sebe mdze
byt ur¢ené pomocou faktora n. Ale, faktorizdcia n —1 mdze byt l'ahSie pocitatelna ak n ma
Specialny tvar, taky ako Fermatovo ¢islo n = 2% +1.In4 situdcia, kde faktorizacia n —1 moze
byt jednoducho pocitatelnd, je ked’ kandidat n je "konStruovany" pomocou Specidlnych
metod.

4.38 Fakt: Nech n >3 je celé ¢islo. Potom n je prvocislo ak a len ak existuje celé Cislo
zodpovedajuce podmienkam:

(1) a"" =1(modn);a

(2) a"" #1(modn) pre kazdé prvocislo delitela q z n—1.

Tento zéver nasleduje z faktu ze Z, ma cast rozkladu n —1 ak a len ak n je prvocislo; prvok

spinajici podmienky (1) a (2) maji rozklad n—1.



4.39 poznamka (pdvodny test zalozeny na fakt 4.38) ak n je prvoéislo, &islo &asti spinajuce
podmienky n -1 je urcity ¢(n - l). Z toho ddévodu, dokaz kandidat n prvocislo, jeden
jednoducho zvoli celé ¢islo aJZ, nahodou a pouziva fakt 4.38 na kontrolu ak ma splnenu
podmienku n —1.Ak toto existuje , potom n je urcite prvocislo. Inak, iné aJZ, je vybrané a
test je opakovany. Ak n je skutocne prvocislo, ofakavané Cislo iteracie skor nez Cast’
podmienky n—1 je vybrany je O(ln In n); toto nasledovat’ od (n - 1)/ (o(n - 1) <6Inlnn 1) pre
n>5. Teda, ak také nie je mozné ndjst’ po "rozumnom" mnozstve (napr.:12 In In n) iteracii,
potom 7 je pravdepodobne kompozitny a musi byt' zase podriadeny pravdepodobnostnému

prvociselnému testu ako je napr.: Miller-Rabinov test (Algorithm 4.24). Tento postup je,
vskutku, jeden pravdepodobnostne zlozeny test.

Tento vysledok dava metoda pre overenie prvociselnosti, ktord pozaduje znalost’ len jedného
¢iastkového rozloZenia na Cinitele n - /.

4.40 Fakt (Pocklingtonova teoréma) Nech n > 3 je celé ¢islo,anechn = RF +1 (tj . F
e .
delenie n - 1) kde prvociselné rozloZenie F na Cinitele je F =[] 35:1 qu .

Ked’ tam existuje cel¢ ¢islo a zodpovedajuce podmienkam:

(1)a"™'= 1 (mod n);
(2)ged (@™ —1,n) =1 pre kazdé j ; 1<j <t,

Potom kazdy delitel’ prvocisla p pre n je kongruentny k 1 modulo F. Z toho vyplyva Ze ak

F>n -1 ,potom n je prvocislo.
Ak n je skuto¢ne prvocislo, potom tento vysledok zriadi, ze vacSina celych Cisel a splnajice

podmienky (i) a (ii) faktu 4.40, za predpokladu F >+/n —1 st dost velké.

4.41 Fakt Nech n = RF +1 je neparne prvocislo s F>n-1 as gcd(R,F) = 1.Nech

vybrana baza a 1 < a < n-1,vybavi obide podmienky (i) "' = 1 (mod n); a aj (ii) ged (a™"'% —

l,n)=1prekazdé;; 1<) <t,je ﬂ}zl(l—l/qj)zl—Z;-:ll/qj

Teda, ak rozlozime na n - [ Cinitelov delitela F> Jn - 1,potom budeme ho
poznat’ pre test prvociselnosti n, prvé moze jednoducho zvolit’ ako ndhodné celé Cislo a z
intervalu [2; n - 2] az kym sa nevyskytne jeden, ktory spiiia podmienky (1) a (2) faktu 4.40, Go
bude znamenat’, Ze n je prvocislo. Ak také nie je moZné najst’ po "rozumnom" mnoZstve
iteracii, potom n je pravdepodobne kompozitny a moze byt podriadeny k
pravdepodobnostnému prvociselnému testu.

Tato metdda je, vskutku, pravdepodobnostny zlozeny test. Nasledujuci vysledok déava
metoda pre preverenie prvociselnosti ktora pozaduje len rozloZenie na (n-1) Cinitel'ov delitel’a

F, ten je vacsi ako %/H

4.41 Fakt Nech n> 3 je neparne celé ¢islo. Nech n = 2RF + [, a predpokladame, Ze tam
existuje celé ¢&islo a zodpovedajuci obom podmienkam: (i) a™' = 1 (mod n); a aj (ii) ged
@™V -1, n) =1 pre kazdy delitel’ prvocisla ¢g. Nech x > 0 a y je definovany pomocou
2R=xF+ya0<y<F.

Ak F=3/na v — 4x nie je 0 ani idedlna mocnina, vtedy je n prvoéislo.



4.3.3 Jacobiho s¢itaci test

Jacobiho scitaci test je iny spravny test prvociselnosti. Zakladna myslienka je sktsat’ skupinu
zhdd ktoré s analogické s Fermatovou vetou v istom cyclotomic zneni. Doba vypoctu

Jacobiho scitacieho testu pre urcenie prvociselnosti pre celé ¢islo n je O((ln n)c Inln lnn)

bitova operdcia pre istd konStantu c. Verzia Jacobiho scitacieho prvociselného testu
pouzivaného v praxi je  ndhodny  algoritmus  ktory je  ohraniCeny

k
1
O(k(lnn)Cln In lnn)krokmi s pravdepodobnostou najmenej 1—(Ej pre vsetky Ai>1

a stale dava spravnu rieSenie. Jednou nevyhodou algoritmu je to, Ze netvori "certifikat" ktory
by umoznoval kontrolovat’ odpoved’ vo vel'mi kratkom Case nez sdm algoritmus prebieha.
Jacobiho séitaci test je, skuto¢ne, prakticky v tom zmysle, Ze s prvoéislami ktoré maji dizku
aj viacero sto desiatkovych ¢islic moZzeme spracovat’ v pocitaci za niekol'’ko minut. Ale, tento
test nie je mozné tak jednoducho naprogramovat’ ako pravdepodobnostny Miller-Rabinov
test a vysledny kl'u€ nie je kompaktny.

4.3.4 Test pouzitivania eliptickych oblukov

Algoritmy eliptického obluku sktSania prvociselnosti st zaloZené na eliptickom obluku
analogického Pocklingtonovym teorémom (fakt 4.40). Tato verzia algoritmu pouzivand v
praxi sa zvyc€ajne odvolava na Atkinsov test alebo na algoritmus eliptického obluku sktSania
prvociselnosti (ECPP). Pri heuristickych argumentoch, predpokladana doba vypoctu pre

tento algoritmus pre skiSanie prvociselnosti celého ¢isla n je mozné ukazat’ na O((ln n)6+8)
bitovych operaciach pre kazdé € > 0. Atkinsov test mé4 vyhodu nad Jacobiho s¢itacim testom
(4.3.3) v tom, ze tvori kratke certifikaty prvociselnosti ktoré mézeme pouzivat’ k vykonnému
preverovaniu prvociselnosti. Atkinsov test sa pouZiva pri dokazovani prvociselnosti ¢isel
dlhych viac nez 1000 desiatkovych ¢islic.



Zdrojovy text k algoritmu Lucas-Lehmer pre Mersennove ¢isla v prog. Jazyku C++:

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

int main(void)

{
unsigned int s,ij;
unsigned long n,nn,u;
double tmp;

printf("\n\nZadaj n vacsie ako 7: ");
scanf("%u",&n);

s=0;
nn=n;
nn=nn+1,
while(nn!=0 && nn!=1 }{s++;nn=nn/2;}
printf("Exponent s=%d",s);

if((unsigned long)(pow(2,s)-1)!=n)
{printf("\nZadane cislo nesplnuje vstupnu podmienku (n=2"s-1)\n");
printf("\n Stlac lubovolny klaves pre ukoncenie...");
getch();
return 0;}

tmp = sqrt((double)s);

i = (unsigned int)tmp;

if((tmp - (double)i) != 0)
++i:

printf("\nCislo %u ",n);

for(j=2;j<=1i; j++)
if((s % j) == 0)
{

printf("nie je prvocislo\n\nStlac lubovolny klaves pre ukoncenie...\n\n");

getch();
return O;
}
}
u=4,
for=1;j<s-1;j++)
{
u=(((u*u)-2) %n);
}
if(lu == 0)
printf("je prvocislo\n\nStlac lubovolny klaves pre ukoncenie...\n\n");
else

printf("nie je prvocislo\n\nStlac lubovolny klaves pre ukoncenie...\n\n");
getch();
return O;



