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1. Uvod

Pocitacova grafika je fenomén informatickej spolocnosti dnesnej doby. Jednou zo Standardnych situaci
aplikovanych v ramci pocitacovej grafiky su geometrické transformacie. Tieto podla vzt’ahu vstupu a vystupu st
linearne a nelinearne. Z hladiska zakladnych linearnych geometrickych transformacii sa pouzivaju: posunuie,
zrkadlenie, zmena mierky, skosenie a otocenie (rotacia). Prave rotacia patri medzi najviac komplikované
transformdcie. Klasicky sa v sucasnej pocitacovej grafike pre aplikaciu rotdcie pouziva maticovy zapis s pouzitim
homogénnych suradnic. V tomto ucebnom texte bude ozrejmend historia a nasledne implementicia iného
prostriedku pre vykonanie rotaci{ — quaterniénov.

Budd pouzité nasledujice dohody v oznacovani.

1.1 Suradnicovy systém

Bude pouzity pravotocivy siradnicovy systém. V pocitacovej grafike sa bezne pouziva lavotocivy siradnicovy
g vy vy

systém. To sposobuje, ze os Z smeruje ,,do obrazovky” ¢o vyzera byt’ prirodzené. Pretoze suradnice si hlavne

pouzivané pre matematické odvadzanie, bude pouzity matematicky standard — pravotocivy suradnicovy systém.

1.2 Smer rotacie

Pre smer rotacie bude stile pouzivany matematicky $tandard, ¢ize proti smeru hodinovych ruci¢iek. Smer rotacie
okolo osi je mozné zistit' pomocou pravidla pravej ruky: Nech palec pravej ruky smeruje suhlasne so smerom osi.
Potom ostatné prsty predstavuji kladna rotaciu okolo osi (pozti obrazok 1.1).

¥

Obrizok 1.1

Z obrazka 1.1 vyplyvaju tieto vlastnosti:
a) otocenie okolo osi g ,,prenasa® os x na os_y
b) otocenie okolo osi y ,,prenasa“ os g na os x
¢) otocenie okolo osi x,,prendsa“ os y na os g

1.3 Eulerove uhly

Roticie pomocou Eulerovych uhlov su definované ako rotacia okolo kazdej z troch zakladnych osi. Aby bolo poradie
p vy _ ] Y Y p
jednoznacné, je potrebné ho zadefinovat’. V celom texte bude pouzité poradie rotacii x; , 3.

2. Geometrické transformacie

Geometrické transformacie budi popisané v nasledujucich kapitolach. Hlavny déraz bude kladeny na rotacie, ale

_ i1 pop sledy) Pt . y . eny >
popisané budu aj iné geometrické transformacie pre osvetlenie spojitosti s pouzitim quaterniénov a pre lepsie
pochopenie jednotlivych stvislost.

2.1 Posunutie

Posunutie je jednou z najjednoduchsich transformacii. Bod v priestore je posunuty z jednej pozicie na d’alsiu.

Nech bod POR? je reprezentovany trojicou (X, Y, 2) , pricom X, ¥,ZO R® a posunutie vektorom (AX,Ay,Az).
Potom nova pozicia P' sa vypocita jednoduchym sé¢itanim:

P'=(X+AX,y+Ay,z+A2) )

Definicia posunutia je jednoznacni. To znamen4, Ze existuje iba jeden vektor posunutia, ktory posiva P na P'.

SVR-1-SVR
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2.2 Rotadcia

Rotacia (otocenie) v 3D nie je taka jednoducha geometricka trensformdcia ako je posunutie a moze byt’ definovana
toznymi spésobmi. Vybrand nasledujica definicia je dand Eulerovym (*1707 - +1783) teorémom [Eul, 1752] —
zapisanym modernej$im zapisom (pozti obrazok 2.1):

Désledok 1.

Nech O,0'0R? i dve orienticie. Potom existuje os | [ R® 4 uhol otoienia a0 (=77, 71) 1aky, $e O prejde na O ak je otoleny
0 nhol Q' okolo osi | .

v

Je potrebné si zapamiitat’, Ze vysledok konstatuje existenciu, ale nie jedineénost’ takéhoto uhla a osi.

V dosledku 1 st uvedené orienticie a rotdcia. Je potrebné rozliSovat’ medzi tymito pojmami. Orientacia objektu v R3 je

dand beznym vektorom (poloha vodi stredu siradnicovej ststavy). Rotacia (otocenie) je definovana osou a uhlom
otocenia.

o

i)
N
_/// [ /'/:{ M“\
s H \\v/&// ! \‘\
(S r
( I )
S ‘Il ! K /:"’
\‘H“«_\,__ 1 : ! ///

Obrazok 2.1

3. Dve metddy otacania

Eulerov teorém (dosledok 1) poskytuje jednoducht definiciu otacania. Vo vicsine literatiry st pouzité Eulerove uhly
na definiciu otocenia. Z tychto dvoch zakladnych definicii mézu byt roticie popisané matematicky roznymi
sposobmi. V tomto texte sa bude oznacenie kombinacie definicie a prislu$nej matematickej reprezentacie nazyvat’
metdda otdiania. N tejto kapitole budud popisané dve metddy otacania:

* otacanie definované Eulerovymi uhlami a reprezentované vSeobecnymi transformaénymi maticami.

* otacanie definované Eulerovym teorémom a reprezentované quaterniéonmi.

Ciel'om tejto kapitoly je dostat’ sa az k implementacii v§eobecnych rotacii pomocou oboch met6éd. Porovnanie, ako
jednotlivé metédy implementuji vseobecné rotacie je v kapitole 4.

3.1 Eulerove uhly

Priestor orientdcii moéze byt parametrizovany pomocou Eulerovych uhlov. Ak st pouzité Eulerove uhly, potom
vseobecné rotacie s zapisované ako postupnost’ rotacii okolo vzajomne pravouhlych (ortogonalnych) osi
v priestore. Zvycajne sa pouzivaji osi X, Y, a Zv Kartezianskom stiradnicovom systéme. Rotacie okolo jednotlivych
osi sa potom nazyvaju X-rol, Y-rol a Z-rol.

Euler p6évodne vyvinul Eulerove uhly ako nastroj pre rieSenie diferencidlnych rovnic. Neskor sa Eulerove uhly stali
najsirdie pouzivanou metdédou parametrizicie priestoru rotacif. Ako bude popisané neskér, tito volba viedla
k mnozstvu problémov. Vzatim do tvahy rotaciu ako akciu uskuto¢nent na dosiahnutie danej orientacie, potom je
mozné BEulerove uhly pouzit’ na parametrizaciu priestoru rotaci. Pre popis vseobecnej rotacie tak, ako bola popisana

v kapitole 2.2 st potrebné tri Eulerove uhly (a,,d,,d;), kde Q;, @, a @ st uhly otocenia jednotlivo okolo osi X,
Yaz
Konverzia zo vseobecnej roticie na Eulerove uhly je nejednoznacna, pretoze td ista rotdcia moze byt ziskana

pomocou odlisnych skupin Eulerovych uhlov (pozri [Fol, 1990]). Okrem toho, jislednd roticia dvisi od poradia,
v ktorom sil jednotlivé ,,Giastlové” otolenia vykonané.

SVR - 2 -SVR
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3.2 Matice rotacii

Matice rotacif (tak casto pouzivané v pocitacovej grafike) st typickou volbou pre implementaciu Eulerovych uhlov.
Pre kazdé ciastkové otocenie existuje odpovedajica matica otacania. A to X matica otdcania, Y matica oticania
a Zmatica otacania. Matice vytvarajd rotaciu ich vynasobenim s vektorom pozicie bodu v priestore a vysledkom je
vektor pozicie pre otoceny bod. Matica otocenia je $tvorcovd matica , ale namiesto toho sa pouziva obycajne
homogénna §tvorcova matica 4% 4 (pozri [Sob, 1995]). Vieobecnd rotacia je ziskani vynisobenim troch matic
otacania odpovedajucich trom Eulerovym uhlom. Vyslednd matica obsahuje vSeobecnu roticiu a moze byt
aplikovana na body, ktoré je potrebné otocit’.

Ndsobenie matic nie je vo vSeobecnosti komutativne. To je zapritinené faktom, Fe rotdcie v priestore nie je mogné gamenit.

A nakoniec je potrebné si uvedomit’, Ze pouzitie homogénnych transformaénych matic poskytuje jedint
implementaciu, ktora v sebe zahriuje vsetky Standardné transformadcie: posun, zmenu mierky, skosenie a viacero
zobrazovacich transformacii.

3.3 Quaterniony

Druhou metédou oticania je metdda definovand Eulerovym teorémom a implementovana quaternionmi. Pretoze
quaterniéony nie su az tak zndme ako transformacné matice a zatial' neboli ich vlastnosti prezentované v jednom
ucelenom celku, je potrebné v tejto kapitole poskytnut’ popis quaterniénov pocnuc od ich historického pozadia az
po vzt'ahy popisujuce quaterniony.

3.3.1 Historické pozadie

Quaterniény boli vynidjdené sirom Williamom Rowanom Hamiltonom (¥1809 - 1865) v roku 1843 (pozti [Ham,
1853] a [Ham, 1899]). Hamiltonovym ciefom bolo zovseobecnit’ komplexné ¢isla do troch dimenzii, to znamena
¢sla vo forme a+ib+jc, kde a,b,cR a i2= j2 =-1. Hamilton nikdy nedokazal uskutocnit’ toto

zovseobecnenie, pretoze sa neskor ukazalo, Ze mnozina troj—rozmernych komplexnych ¢isel nie je uzavretid na
nasobenie. V roku 1966 Kenneth O. May to elegantne dokazal (pozti [May, 1966]).

Désledok 2.
MnoZina troj—rozmernych komplexnych cisel nie je nzavretd na nasobenie.

Dékaz (volne prevzaty od Kennetha O. Maya 1966 (pozri [May, 1966])):
Predpokladajme, ze pre komplexné ¢isla platia vSeobecné pravidla aritmetiky a teda i?=j>=-1.

Dokaz je sporom, takze predpokladajme, ze existuje uzavretie na nasobenie. Pretoze nasobenie je uzavreté, existuje
a,b,cOR, ktoré vyhovujd vzt'ahu

ij=a+ib+jc. @
Vynasobenim celého vzt’ahu konstantou I dostaneme

-j=-b+ia+ijc. 3)
Pouzitim substittcie za 1] zo vzt'ahu (2) dostaneme

—-j=-b+ia+(a+tib+jc)c. @
Po kratkych upravach dostaneme

0=(ac—b)+i(a+bc)+j(c*+1). (5)
Teda ac-b=0, a+bc=0 a c*+1=0.

Vzt'ah

c?+1=0 ©)

posobi spor, pretoze C je redlne ¢islo podla predpokladu.

Jednou z motivacii sira Hamiltona pre hladanie troj—rozmernych komplexnych cisel bolo najdenie popisu rotacie
v priestore, odpovedajucemu komplexnym ¢éfslam, kde nasobenie odpoveda otoceniu a zmene mierky v rovine.

Kym sa prechadzal po Royal Canal v Dubline v jeden pondelok v oktébri 1843, prisiel sir Hamilton na to, ze sd
potrebné styri ¢isla pre popis otocenia nasledovaného zmenou mierky. Jedno ¢islo popisuje velkost” zmeny mierky,
jedno velkost’ uhla (v stupnioch), o ktory sa bude otacat’, a posledné dve ¢isla oznacuji rovinu, v ktorej sa bude
vektor otacat’ (rovina XYy sa moze otacat’ do Fubovolnej roviny v XyZ priestore prostrednictvom povodnej roviny
udanim uhlov otocenia okolo osi X ay). Potom sir Hamilton nasiel uzavretie na nasobenie $tvor-rozmernych

komplexnjch &sel v tvare iX+]y+Kz, kde 1% =j? =k? =ijk = —1. Sir Hamilton nazval ticto §tvor-rozmerné

SVR - 3 -SVR
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komplexné ¢isla quaterniony.
Quaterniény sa obycajne zapisuji v tvare [§ V], SOR,VOR? pricom S sa nazjva skaldrna cast’ a V = (X, Y, 2)
sa nazyva vektorovd cast’.

3.3.2 Zdakladné vztahy popisujlice quaterniény

V tejto kapitole budd uvedené oznacenia pouzivané pre quaterniény a zadefinované jednotlivé matematické operacie
ako scitanie, nasobenie, od¢itanie a nasobenie skalarom. Nakoniec bude zadefinovany komplexne zdruzeny
(konjugovany) quaternion a inverzny quaternion.

Oznacenie
Pouzité je znamienko ,,=“ pre oznacenie ,rovna sa podla definicie”. Uzavreté intervaly na redlnej osi su
oznacované ako [&, D] ={x|a< x<b,a,b, X1 R}. Intervaly, ktoré si uzavreté iba z jednej strany st oznacované

podobne ako uzavreté intervaly ]a, b] ={x|a<x<b,a,b, X R} . MnozZina n-krit diferencovatelnych funkcif od

A do B (na intervale [A,B]) so spojitymi derivaciami je oznacovana C"(AB).

Definicia 1.

Mnogina quaterniénov je oxnacend H .

Quaterniény pozostivaji zo skalarnej ¢asti SLIR a vektorovej casti VI R®. Tento zapis bude pouzity v dalsich
definiciach.

Definicia 2.
Nech i2 =j2 =k? =ijk =-1, ij =Kk a ji ==K . Potorr QU H mige byt 3apisany ako:
q=[s V] , sORVOR®
=[s(xzy)] ,sxyzOR W

=s+ix+jy+kz, s,x,y,zOR

Mnozinu quaterniénov {[ $,0]| SOR} bude oznadena pismenom R a mnozinu quaterniénov {[0,v]|vOR®}
pismenom R3.

Definicia 3.
Nech 0,9 OH &de Q=[S,(X, ¥, 2)] « 9 =[S,(X,Y,Z)]. Potom aperitor séitania ,,+“ je definovany:

a+d =[svi+[sv]=[ £ xy)kH ¢ XYk

8

= (s+ixtjyrkd+( 5+ %] Yk ) o

Désledok 3. (s¢itanie quaternionov)

Nech 0,9 OH &de q=1[s,(X, ¥, 2)] 2«9 =[S,(X,Y,Z)]. Potom q+q =[s+S,v+V].

Dokaz

q+q =[s Vv]+[s,V]
=(s+ix+jy+kz)+(s +iX +jy +kZ) 0
= (s+8) +i(x+X) +i(y+Y) +k(2+2) v
=[s+s,v+V]

Definicia 4.

Nech 0,9 OH £de q=(S+ix+]y+Kkz) oq = (S +iX +]Y +KZ). Potom nisobenic je definované:

o =[s VI[s,V]=[s,(x, ¥, 2][s.(X, Y, Z)] =(stix+]y+kz)(s +iX +]y +kZ) (10)

SVR - 4 -SVR
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Désledok 4. (nasobenie quaterniénov)
Neh q,q OH 4 q=[s,V] « q =[S,V']. Potomr o =[S —VIV ,VXV +SV' +SV], pritom VIV oznacnje

skaldrne ndsobenie a X oznaluje vektorové ndsobenie v R3.

Doékaz
Z definicie 2 je mozné ziskat’ nasledovné vztahy: jK =1, Kj==1, ik ==] a ki =].
Tieto vzt'ahy budu pouzité v nasledujucom dokaze:

aq =[sVvI[ s V]
=(s+ix+jy+k( 5+i x+) Wk 2
=sS—( XX+ yy+ Zi+i( $x 'sx yz 'p¥ (11)
j(sy + syt zx= XZ+k( $z "stz 'xy 'yx
=[ss-vV,vxV' + ¢'+ §/]

Poznamka 1.
Naisobenie quaterniénov nie je vo vieobecnosti komutativne (napriklad JK =1 ale Kj =—1).

Désledok 5. (vlastnosti nasobenia quaterniénov)

Nech p,d,9 OH 4 r OR. Potom:

(pa)d’ = p(ag’) (Nasobeniguaterniérov je asociativie)
p(a+q)=pg+pg  (Nasobeniguaterniorov je distributivne (12)
(q+d)p=agp+dp vzhradomnaszitanie)

Naisobenie quaterniénov skalarom je najjednoduchsie si predstavit’ tym, ze I JR oznacuje quaternién [r,0].

Definicia 5.
Nech QUH a r UR. Potom ndsobenie skaldrom je definované
rq =[r,0]q (13)

Désledok 6. (nasobenie skalarom)

Nech QUH , &de q =[S, V] @ nech ¥ LIR. Potom
rq=qr=[r,0][s v] =[rs,rv]. (14)

Je potrebné si zapamataze z dosledkd vyplyva komutativnagnasobenia skalarom

1
V d’alsom bude pouzivané oznacenie 9 s vyznamom —(, kde qLJH a r R. Nasledujica definicia hovori
r r

o od¢itan{ quaterniénov.

Definicia 6.

Je dané O, 9 OO H |, odéitanie je potom definované Q—q = q+ (-1’ .

Désledok 7. (odc¢itanie quaternionov)
Nech 9,0 OH , &de q=[s,V] 2« g =[S, V']. Potom
q-q =q+(-Dg =[s-s,v-V]. (15)

Teraz je mozné zadefinovat’ konjugovany quaternién podobne ako je zadefinované konjugované komplexné ¢islo.

Definicia 7.

Nech QUH . Potom qD sa nagyva konjugovany quaternion quaterniona Q a je definovany qD =[s V]D =[s,~Vv].

SVR - 5-SVR
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Désledok 8.
Nech P,qQUH . Potom:

a) (0)’=q

b) (pd)"=d'p

c) (p+9Q’=p+d
d) qd'=d'q

Definicia 8.

Nech PUH a nech mapovanie ”[n] H — R je definované ako ||q|| E\qum . Toto mapovanie sa nagyva NOrMAa a ||q|| Je
norma q .

(16)

Désledok 9.
Nech 0,9 OH @ nech ”[n] H — R e dané podla definicie 8. Potom platia nasledujiice vzt'aby:

||q||=\/SZ+VD/:\/§+ X+ Y+ 2 17)
la=ld (18
ad] =] (19)

Doékaz
Doékaz platnosti vzt'ahov (17) a (18) je trividlny. D6kaz platnosti vzt'ahu (19) je nasledovny:

| = o (o) = =[fal"a” = la]” =] =| "

V dalsom bude potrebny vnutorny produkt dvoch quaterniéonov. Tiez je potrebné ukazat’, Ze mapovanie normy je
skuto¢ne normou vo vseobecnom matematickom ponimani. Zo vzt'ahu (17) v dosledku 9 vyplyva, Ze norma

2

quaterniéna (] modze byt zapisana tak, ako je bezne ziskani z vnutorného produktu (ak LJH je stotozneny

s odpovedajucim vektorom v R¥).

Definicia 9.
Neh q,qOH, g=[sVv]=[s,(X %2, d=[s,V1=[S,(X,Y,Z)]. Vwitorny produkt je definovany takto:
e:HxH Rk Qe q=ss+vIV=s+xxX+W+2Z.

Je potrebné si zapaméataze definicia poskytuj@e q =5+ X* + y* + z2°.

Poznamka 2.

Norma quaterniona Q mége byt’ iskand ako ||q|| =.40°q. A navia,

[n] | je normon v obyyklom matematickom ponimant.

Doékaz
To, ze zobrazenie ,,® oclitava normu umocnend na druhd lyva priamo z dosledku 9 a definicie 9. Nech
bl 3 b

g=[s,(X ¥ 2)]UH. Ak stotoznime q s (S,X, Y, Z) R4, predchidzajica metéda vypoctu normy je totozni

s beznou Euklidovskou normou v R#. Teda norma quaterniéna je normou v pravom slova zmysle.

Désledok 10.
Nech Q.9 OH . Neoh sii Q,Q' zadefinované ako odpovedajiice stvor-rozmerné vektory a nech Q je uhol medzi nimi. Potom

g+ q =|df|q|cosa.
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3.3.3 Algebraické vlastnosti quaterniénov

V tejto kapitole bude prezentované, Ze mnozina quaternionov H\ {[0,(000)]} je ne-Abelianova grupa

pre nasobenie quaterniénov. Na konci kapitoly bude poskytnuty sthrn niekol'kych d’alsich algebraickych vlastnosti
quaternionov.

Definicia 10.

Mnogina guaternionov H\ {{0,(000)]} sa oznacuje H .

Definicia 11.
Nech G je mnoina s operdtorom |: GXG - G definovanym (a,0) - alb=ab. G je grupa, ak
a) abc) =(ab)c prevserky a,b,cOR (Operitor je asociativny)

b)  Existuje prave jeden | UG taky, 5e la =al =a pre vsetky allG.
(I je neutrilny prook)
Q) Prevserky @G existuje prook @ 0G 1aky, e @@ =a a=1.
(@™ je inversny prook k prokn @)
Ak plati ab=ba pre vietky 8,00 G, potom G sa nagjva Abelovska alebo komutativna grupa.

To, Ze existuje neutralny a inverzny prvokh¥ pre nasobenie quaternionov, ukazuji nasledujucentay.
Lemma 1.
Prook | =[L,O)TIH Je jedinecny neutrilny prvok pre nésobenie quaternionov.

Doékaz
Nech je dany QUH . Z dosledku 6 vyplyva, ze ql =1q=[1s1v] =[S V] =Q. Teda | je neutrilny prvok. | je
taktiez jediny prvok, ktory spliiuje poziadavky z definicie 11. Pre objasnenie predpokladajme, ze J tie spifa tieto

podmienky. Potom |J =J, pretoze J je neutrilny prvok. A d'alej 1J =1 preto, lebo | je neutrilny prvok.
Z toho dostavame, ze | =1J =J takze | =J je jediny neutralny prvok v H .
Lemma 2.

Nech QO H . Potoms exismje O H zaky, 2 Q™ =7 =1 . A dalej este A je jedineény a dany vztahom:
0

_a
2
Jall

Doékaz

Nech je dany qUH .

Jedine®nos’

Nech oba quaterniéony P, P, JH sd inverznymi ku . To, Ze potom P, a P, si rovnaké vypljva

-1

q (20)

z nasledujiceho vzt’ahu:

P =p.d = p(@p) =(RA)P, = 1P, = P, @1)
Existencia

qD
Nech p=-—- . Potom

ol
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O o 2
a” _ad’ _Ja _,

ap=q

lal* ol [l o
9" _qq_qd _fd°_,_
pg=—1 q=34-99 ;-
[ A

Takze kazdy quaternién v H mé svoj inverzny quaternion.

V d’alSom bude pouzity zépi£ pre pq. Je potrebné si zapaméitaZe tento zapis je vo vSeobecnosti
q
odlisny odq™ p pretoZe nasobenie quaterniénov nie je komutativne.

Désledok 11.

o

Mnogina H s ndsobenim quaterniénov je ne-Abelovska grupa.

Doékaz

Za povsimnutie stoji, Ze mnozina quaterniénov je uzavreti na nasobenie. To vyplyva priamo z definicie 4 a dosledku
4. Prva poziadavka z definicie 11 (definicia grupy) vyplyva z ddsledku 5. Druhd a tretia poziadavka pochadzaju
z lemmy 1a 2. Grupa je ne-Abelovsk4, pretoze nasobenie quaterniénov nie je komutativne.

Dalsie algebraické vlastnosti quaterniénov
Mnozina quaterniénov splia niektoré d’aldie vlastnosti, ktoré je mozné zhrnit’ do nasledujicich bodov (tieto
vlastnosti st uvedené bez predchadzajicej tedrie a bez dokazov):

e Mnozina quaterniénov je Abelovskou grupou (H,+) s operaciou s¢itania.

* Mnozina quaterniénov je ne-Abelovsky kruh (H,+,[], kde znak ,,+“ oznacuje opericiu séitania

quaternionov a znak ,,.“ oznacuje operaciu nasobenia quaterniénov.

3.3.4 Jednotkové quaterniény

V tejto kapitole je popisana podmnozina grupy quaterniénov a tou je mnozina jednotkovych quaterniénov.

Definicia 12.
Nech qUH . A% ||q|| =1, potom Q sa nazyva jednotkovy quaternion. Pre ognacenie mnoginy jednotkovych quaterniénov bude
pousité oxnacenie H .

Mnozina jednotkovych quaterniénov tvori jednotkovi gulu v $tvor-rozmernom priestore. Neskor bude
prezentované, ze mnozina jednotkovych quaterniénov hra déleziti ulohu vo vzt’ahu k véeobecnym rotaciam.

Désledok 12.
Nech Q=[8,VIOH,. Potom existuje V' OR3 o a O] = 17, 71) 1aké, % 0 =[cOSa V' Sing ]

Doékaz

Ak q=[L0] nech @ =0 a V' mbze byt T'ubovolny jednotkovy vektor v R3. Ak #Z[L0], nech K =|V| a
1 1 ! 1 .

\'% :EV. Potom V=KkV' kde V' je jednotkovy vektor v R3. Pretoze (] je jednotkovy quaternién, je mozné

dostat’™:
1=|q] =s*+vv =8 +k*V' V' = s> + K 23)

Vztah §°+K? =1 popisuje kruznicu v rovine. Pretoze kruznica je ticz popisand vztahom COS @'+ Sifa = .,
existuje @ U] — 77, 71] také, 2e S=COST a K =SinNa . A nakoniec pozadované:
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g=[sV]=[ sV k=[cosa,V' sina] 24)

Désledok 13.

Nech Q,q O H,. Potom platia naskeduiice v3taby:

Jowr]=1 @3)

q'=q (26)

Dokaz

|l =l =1 @)
pretoze ||q|| = ||q'|| =1. (pomocou vztahu (19) v dosledku 9)

a*=q"/d" =g’ 8)

pretoze ||q|| =1.
Mnozina jednotkovych quaterniénov H; je zjavne podmnozinou H , ale z definicie 13 a dosledku 14 vyplyva, ze
H, vytvira podgrupu H .

Definicia 13.
Nech G je grupa a nech F £ U1 (neprazdna mnogina) je podmnoginon G . F_je podgrupou grupy G ak
a) Prevseky a,DUF plati: abOF (F je uzavreti na nésobenie)

b) Prevsetky a0 F plar- a*OF

Désledok 14.
Mnozina W jednotkovych quaterniénov je podgrupou grupy H .
Doékaz
Nech 9,9 OH,. Z dosledku 13 vypljva, ze ||qq’|| =1, to znamen4, ze 0 O H,, a teda prva poziadavka z definicie
13 (definicia podgrupy) je splnend. Zo vzt'ahu (18) v dosledku 9 a z dosledku 13 vyplyva, Zze

Al — —llnl =
Jor = et =lell =2 @)
a tym je splnena druhi poziadavka z definicie 13 (definicia podgrupy) ze O H,.

3.3.5 Exponencialna a logaritmicka funkcia

Neskor bude potrebna verzia exponencialnej a logaritmickej funkcie, ktoré st definované v obore realnych ¢isel, pre

quaterniony. Definicie a niektoré dosledky st tu uvedené (pre podrobnosti pozti [Pervin & Webb, 1992]).

Definicia 14.
Nech QUH,, &de Q =[COSQ ,SINA | ako je to v disledfen 12. Logaritmicka funkea 10Q je definovani takto:
logg=[0,av] (30)

Je nutné si zapamaty Ze log[1, (0,0,0)]= [0, (0,0,0) tak ako to plati pre logaritmick( funkciu v obore
redlnychéisel. Je taktiez dolezité, 286gq nie je vo vSeobecnosti jednotkovy quaternion.

Definicia 15.
Pre guaternion v tvare Q =[0,av], a UR, VLIRS, V| =1, je exponencilna funkcia €XP definovand takto:
expq = [cosx ,SimvV (31)

Je dolezité, Ze exponencialne a logaritmické furkal vzajomne inverzné a taktiez to, Ze funkeigp sa
mapuje doH,.
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Definicia 16.
Nech qUH,, tOR. Unmocnenie qt Je definované takto:

q =exptlogq) (32)

Désledok 15.
Nech qUH,, tOR. Potom

log(g') =tlogq. (33)

Doékaz
log(q') = log(exptlogq)) =tlogq (34)

Désledok 16.
Nech qUH,, g=[cosa,simav |« a,bUR. Potom

qaqb - qa+b (35)

Dokaz
9°g” =exp(alogq) expp logq)
=exp@[0av])expb[Oav ])
=[cosaq ,v sinaa ]|[codyr v sinm ]
=[cosaa codwr — sirex sirlr ([V ),
vcosag sinbo +v cosxr sifwr+ (xv )si@r sSilwr ] (36)
=[cosaa codwr — sirex sifr v (coar sSilw+ cds Sk
=[cos(@+b)x),sin(@+ by ¥ ]
=exp([0,@+byv])
=exp(@+b)log@))
- qa+b
Désledok 17.
Nech PUH, a nech a,DUR. Potom plati (pa)b = pab.

Dokaz
(p*)° = (exp(alogp)f = expb log(expé logp ) expga logs (37)

Je potrebna opatrnost’ pri pouZivani vzt'ahov pre funkcie €XE a l0g zoboru redlnych éfsel pri vypoctoch s
quaternionami. Pretoze, napriklad, méze vzniknit’ nespravnym odvodenim (pri pouziti vzt’ahov pre exponencialnu

a logaritmickd funkciu z oboru realnych ¢&isel) vzt’ah, kde P a Q st jednotkové quaterniony:

pa=exp(log(pa))= exp(log(p ¥ log@)F exp(logd) logp )
= exp(log@ )) exp(logh ))= qp

Toto odvodenie je v rozpore s faktom, ze nasobenie quaternionov nie je komutativne. Chyba sa nachadza v druhom

kroku, kde je pouzité pravidlo (log pgq=log p+ log Q), ktoré neplati pre quaterniony.
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3.3.6 Otacanie pomocou quaterniénov
Sir Hamilton hl'adal popis rotacii v priestore podobny tomu, ktory vytvaraju komplexné c¢isla tym, Ze popisuji

rotacie v rovine. To, Ze quaterniony v skuto¢nosti vykonavaju rotaciu, vyplyva z nasledujicich désledkov.

Désledok 18.
Nech pOH, p=[s,(X VY, 2)] =[S V] aneh qO H . Ak r OR {0} potom
(rq)p(ra)™ =apq™. (39)

Doékaz

Nech rOR{0}. Inverzia (opac¢ny) k IQ je Q7T . Pretoze nasobenic skalirom je komutativne, je mozné
napisat™

(rg) p(rg)™ =rgpg™r ™ =qpg '~ = apg. (40)

Teda qpq‘l sa nezmeni, ak ( je nasobeny nenulovym skalarom.

-1

V nasledujucich dosledkoch budua brané do tvahy len jednotkové quaterniény, pretoze vysledky prezentované pre

H, je mozné zovieobecnit’ pre vietky quaterniény v H pomocou dosledku 18.

Désledok 19.
Nech OH,, p=[s VIOH . Porom qpq* = p', kde p'=[S,V'] a|v|=|V].

Doékaz

Bude pozity zapis S(() pre zapis skalarnej ¢asti quaterniona (. Dokaz pozostiva z troch ¢asti. V prvej bude
dokézana platnost S(P) =S(p') pre pO{[s,0]|STOR} apotom pre pO{[0,v]|vOR?}. Potom budi tieto
vysledky pouzité pre dokaz pre PLIH .

Ak je P skalar reprezentovany quaterniénom, potom z toho logicky vyplyva, ze S(p') = S(p). Nech p=[s0],
potom

apq” = ds0jq™ =[s0]aq™ =[s 0] (1)
Bol pouzity dosledok 6 o nasobeni skalarom (nasobenie skalarom je komutativne).

Teraz bude ukézané, Ze ten isty vysledok plati aj pre vektor V reprezentovany quaterniénom [0, V] . Skalarnu ¢ast

S(Q) quaterniéna q je mo#né vypoditat’ pomocou vztahu 2S(q) =g+ q". Potom pre quaterniéon so skalirnou

¢ast’ou obsahujicou nulu plati:
2S(gqpq*) = (qpa’) + ( qpd)”
= (gpd) + (agpq)”

=qgpd’+ qp'q (dosledky 5 a 8)

=q(p+ p)d (d6sledok 5) (42)
=a(2s( p) 4

=2S(p) (predchadzajuci vysledok)

=0 (pretoze p =[0,V])

Teraz nech pPOH | p=[sVv]=[s0]+[0,V].
apq™ = [ 0] +[0,v]) ¢’

=qsO g+ ¢0,v] g* (dosledok 5) @)
=[s,0] +[0, V1 (dva predchadzajuce vysledky)
=[s V]
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A dohromady  S(p)=S(p). Pretoze qOH,, zdoésledku 9, vztahu (19)  vypljva, ze
” p'|| = H qp’q’lu = ||q|||| p||Hq’1H = ” p|| Pretoze S sa nezmenilo, musi platit’ aj pripad |V| = |V'| .

Poznamka 3.
Nech qOH,, p=[a,bv]0H, & a,b0OR « VURS. A& da,v]q” =[a,V'], porom

olabiog=[ah]. (44)

Dokaz
apd’ = ga,bv]q”

= qb[g, vlg”
(45)

= b[% V] (dosledok.9)
=[a,bv]

Désledok 20.
Nech , pOH,, p=[cosa,sinav ], t OR. Potom

ap'q” = (qpq)". (46)

Doékaz
Z poznamky 3 vyplyva existencia vektora V' [JR3 takého, ze g[COSa ,Sinav hD = [cosr ,simV' . Potom

qp o’ = gexp(tlog p))q (definicia 14)

=q(expt[0.av )

= q(exp[0,tav I)a-

= q([costa , sintav )" (definicia 15)

=[costa,sintav' ] (poznédmka 3) “7)

=expt[0.aVv'])

=expt logcosa ,simv' ])

=expt log@pd))

=(apar)’
Désledok 21.
Nech qOH,, g=[cosa,siman . Nech r = (X, ,2) OR3 2 p=[0,r]0H . Potom: p' =Qpq™" je P otoieny o uhol
24 okolo osi N .

Doékaz
Najprv bude ukazané, ako sa otaca vektor I' o uhol @ okolo osi N a to pouzitim funkcii sinus, kosinus, skalarnych

a vektorovych produktov (produktov skalarneho a vektorového ndsobenia). Potom bude dokazané, ze ten isty
vysledok je tiez mozné ziskat’ pouzitim quaterniénov.

Predpokladajme teda, Ze vektor I' je otoceny o uhol @ na RI okolo osi danej jednotkovym vektorom N (pozti
obrazok 3.1).
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Obrazok 3.1

Vektor I' je mozné zapisat’ ako sucet (vektorovy) dvoch komponentov, I a I, kde I} je projekcia I' na N a I';

je ortogonalny (kolmy) ku N (pozti obrazok 3.2). Potom

r,=([n)n 45
rp=r—=r,=r—=(m)n e

Aby bolo mozné vidiet’ ako roticia ovplyviiuje vektor I, je potrebné umiestnit” dvoj-rozmerny suradnicovy systém
do roviny, ktord je ortogonilna k N a obsahuje body stanovené pomocou I' a RI'. Preto je potrebny vektor V,

ktory je ortogonalny k I'; ajk N:

v=nxr.=nx(r—(rmn)=nxr -nx(r m)n=nxr —0=nxr 49
[}
i
U
/fﬁ?x“xl: \\\g«/r/ rl \.\
()
s v .'I /
-\_‘\MM‘:‘%_ ir J ///

Obrizok 3.2

Z obrazka 3.2 je zrejmé, Ze komponent Rr ortogonalny k N, oznaceny (Rr);, je dany
(Rr),=r cosa+v simr. (50)
Potom:

Rr=(R),+(R);
=r,+r,cosa +v siny
=(rm)n+(r —(r M)n)cosa +v siny (51)
=(r M)n—(r h)ncosa +r cosr +v Siar
=(1-cosx )(h h+r cosr+ W xr )siar

Teraz sa na tento problém pouziji quaterniony a vysledky sa porovnaji. Mal by sa dosiahnut’ vysledok vzt'ahu (51).

Predpokladmi st vzt’ahy Rq (p) = qpq’l, P=[0r] ato, Ze q je jednotkovy quaterniéon Q =[S, V]:
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R,(P)=[s VIO r][sVv]™
=[s v][O.r][s-V]
=[svVv]v,s —rxvV]
=[s(v@)—-vsr —rxv), dsr —rxv)+(v)Vv+Vvx(sr —r xV)] 52)
=[0,8°r —s(r xv) +(VIER)V+VvXx(sr)—vx(rxv)]
=[0,8°r +(v@)v—-vx(rxv)—2s(r xv)]
=[0,s°r +(v@)v—(vE)v+(v)V+2s(r xV)] (@]
=[0,(s* —vI¥)r +2(v ) +2s(vxr)]
(D) - pouzita identita V; X (V, X V,) = (v, V)V, + (v, IV,)v,

Pretoze ( je jednotkovy quaternién, je mozny zapis  =[C0OSa , (SIN@ N ] kde [n| =1 lyva to z dosledku 12).
€] vy q ] y zap VypLy

Substittciou do vzt'ahu pre R, (P) potom:
R,(P =[0,(cos a~ sirfa (0 )) + 2((sim N )(sior n)
+2cosa ((sirr hxr )]
=[0,(coda- sirta y + (2 sifa YO ) (53)
+2coxx simy fxr )]
=[0,rcos2r+ ( cosa N[ N+ nxr )sin® ]

Z predchadzajiceho odvodenie je zrejmé, Zze vysledkom je ten isty vektor ako vo vzt'ahu (51). Pricom odlisnost’ je
iba v tom, Ze v predchidzajicom odvodeni sa vyskytuje uhol 2@ namiesto @ . Teda, ak je dany jednotkovy vektor
N auhol &, potom jednotkovy quaternién [COSA,SINAN Jotaca vektor I' o uhol 2@ okolo N.

Poznamka 4.
Lubovolnd vseobecnd troj-rogmernd rotdcia o uhol Q' okolo osi N mde byt vykonand jednotkovym quaterninom.

Doékaz
V predchadzajicom dosledku (dosledok 21) staci zvolit” g = [COSE ,smz ] Potom je mozné ziskat’ pozadovani

rotaciu.

Désledok 22.
Nech Oy, 0, L H, . Roticia pomocon O nasledovand roticion pomocon Q, je ekvivalentnd rotécii pomocon Q40 .

Dokaz
Dané pPLIH . Vysledok priamo vyplyva zo vzt'ahu:

GL(apq) G =(q9 1 G )

=(%q) (q ) (dosledok13) o
=(0,%) MG Q)" (dosledok 8)
=(%,q) 6™ (dosledok 13)
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3.3.7 Intuicia v geometrii
V tejto kapitole budd prezentované zaujimavé pozorovania, ktoré maji za tlohu pomdct’ pri pochopeni rotacii
pomocou quaterniénov.

Quaterniény (| a
Nech q=[s V] H,. Potom
[svI'=q"=q"=[s-V] (55)

Je vhodné brat’ do tvahy geometrickt interpreticiu: Opacny (inverzny) quaternion ¢~ ku quaterniénu (,

reprezentuje rotaciu o taky isty uhol (rovnaka velkost’ uhla), ale os je v opacnom smere (pozti obrazok 3.3).

—1

) g

Obrizok 3.3

v . vy - , . . L. -1 L. L.
Otocenim osi sa otocil aj smer rotacie. Ak nasleduje rotacia pomocou ( ~ po rotacii pomocou (], potom rotacia

-l v ,
pomocou ( ~ zrusi tc¢inok rotacie pomocou (.

Quaterniéony ( a —(Q
Quaterniéon —( reprezentuje presne td istd rotaciu ako quaterniéon g (vyplyva to z désledku 6) (pozti obrazok 3.4).

Moéze to byt prekvapujuce, ale je to spravne. Pretoze otocenie o uhol & okolo osi N sa moéze tiez vyjadrit’ ako
otocenie o uhol —@ okolo osi —N. Je to teda len esteticky vysledok, ze boli nijdené obe rotacie na guli tvorene;
jednotkovymi quaterniénmi. Taku istt dualitu je mozné nédjst’ v Eulerovom teoréme.

q -
/

— —.
A I

Obrizok 3.4

Ostatné quaterniony (vSetky okrem jednotkovych quaterniénov)
Ako vyplyva z dosledku 18, vietky quaterniény na priamke rq, IR, r # 0 reprezentuju ti isti rotaciu ({ je
jednotkovy quaternion — vsetky jeho nasobky reprezentuju td istd rotaciu).

3.3.8 Quaternidny a diferencialny pocet
Tato kapitola popisuje mnozstvo véeobecnych vysledkov z diferencidlneho poctu pre funkcie, ktoré sa mapuji na
mnozinu H . Vysledky budi neskdr pouzité ako dokaz, Ze isté interpolacné krivky st diferencovatelné.
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Désledok 23.
Nech q=[cosa,sinav [1H,, t R Potom

d t t
—q =qlo 56
at g =q log(q) (56)

Doékaz
Doékaz vyrazu je pre obe strany (pravu aj lava) zvlast.
Pava strana:

d o d _d
e —dtexp(t log@)) p exp( [Oav ])

7
=%[cos([a),sin(a Y Fa | sinfa ),cos@ v
Prava strana:
q'log(q) = exp( log@))log@)
=[costa),sinfa ¥ ][0av ]
(8)

=[-asin(ta)(v¥),a costa ¥ +a sinfg Jyxv )

=[-asin(ta),a costa Vv |

=a[-sin(ta),costa Vv ]
Bude ukazané tiez pravidlo spajania a produkéné pravidlo pre quaterniény. Najprv sa uvedie produkéné pravidlo.
Dévodom tohto odvodenia je zarudit’, ze poradie quaterniéonov v diferencovanych vyrazoch je spravne. Je dolezité
preverit’, ze je to tak, pretoze nasobenie quaterniéonov nie je komutatfvne.

Désledok 24. (Produkéné pravidlo)
Nech T,9 DCl(R, H) . Potom

d d d
—(f(gt)) =| — f(t t f@) —agl(t 59
4 (1g) [dt ()jg(>+ ()[dtg()j 59)
Dokaz
4 1 gy =gy 1O DA D K1)
i 1O+ 0)g0+ 0~ f(x+8) g 3+ (0) d k= (X 0 ) 60
5-0 o)

=lim
Jd-0

=g’ (0 + F (Yo%

[f(x+6)g(X+5;_ a® f(X+%)— f())g(x)j

Désledok 25. (Pravidlo spajania)
Neoh fOCHH,H), gOC*(R,H). Porom

S 1(609)= F(a9)g' 9 1)

Doékaz

Vypocet detivicie v 'ubovolnom bode CLIR :
f(g09)- f(g(©)

X—=C
i ((909) = (@90 - 9(©)) *(9(3) - 9(©)) 62)
X~¢ X-¢C
=,im( f(g(x)- f(a(c)) o) - g(c)j
g0-gc)  x-c
= f(d9)g ()

A nakoniec nasledujuci vzt'ah, ktory nema naprotivok (taky isty) v obore realnych cisel.

< f(g0)=1m

X-C
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Désledok 26.
Nech q DCl(R, H), r DCl(R,R) . Pretoge Q mapuje na Hy, Q(t) je mosné zapisat’ ako [COSQ ¢ ),V ) Sina ()]

a potom

@ o 2| S OO OO (). ©
dt cos{r € )(r O O+r O V)V sinfr (v 1)
Dokaz
Loy =Lexp(r t)log@ t))
dt dt
=S exp(r 0w (1 0)
(64)
= expl or () (]
=S loogr €1 €) sir(r (Vi)
_[=sin(r)t)(r O+ Oar '),
cos{r (1 )(r Qo O#r O OV sinfr (v 1)
Pre porovnanie, vyraz pre derivaciu dvoch funkeif redlnych hodnot U,vOC'(R,R):
E Vo v—lg v E
dtu =vu d“Hing@)mV. (65)

Je nepravdepodobné, ze tento vzt’ah, ktory je odlisny od vzt’ahu uvedenom v dosledku 26, plati vSeobecne aj pre
quaterniony.

3.4 Zhrnutie

Tato kapitola obsahuje kratky suhrn algebraickych vlastnosti jednotlivych metéd oticania. Predpoklada sa urcita
znalost’ matematickych zdkonov a pravidiel, preto ich pouzitie nie je detailne popisané.

Priestor troj—rozmernych rotacii nie je jednoduchy vektorovy priestor ale uzavreté troj—rozmerné potrubie a tiez
ne—Abelovska grupa (pozti kapitolu 3.3.3) ozna¢ovana v literatire ako SO(3) [Sho, 1994b]. Kde Sje skratka od
slova ,,special“  (3pecidlny) a O(3) pochidza z definicie: O(n) ={nxn maticelO'O=1} - mnozina
ortonormalnych matic NXN.

Mnozina jednotkovych quaterniénov tvori podgrupu grupy quaterniénov (pozri kapitolu 3.3.4. V niektorej
literatiire sa H; oznacuje tiez ako S° [Sho, 1985]. Tito podgrupa tvori hypersféru (nadgufu) v priestore

quaterniénov. Sféricka (guPovitd) metrika pre S° je ekvivalentna angulirnej (uhlovej) metrike pre SO(3) [Sho,
1985].

Okrem toho, grupa rotacii moéze byt mapovana do Stvor—rozmernej jednotkovej gule tvorenej jednotkovymi
quaterniéonmi. Tato projekcia je typu dva—k—jednej (pozri kapitolu 3.3.7): Pre kazdu rotaciu existuju dva navzajom
korespondujice jednotkové quaterniony ato (, ktor§ je mozné ziskat’” priamo, a —( tzv. antipodalny
(protinozec) jednotkovy quaterniéon (pozti [Sho, 1994b] a [Fol, 1990]). Je to tak pretoze SO(3) ma takd istd

, . . , . . . v , 3 v v . , sz
topolégiu ako troj—rozmerna projekcia priestoru oznacovaného (RP?). LenZe mnozina jednotkovych quaterniénov

vytvira hypersféru (S%) a to vytvara odlisnost’ vodi topolégii RP.

Pomer tychto spolo¢nych ¢ft a a malej nezhody v umysle (Gmysel sira Hamiltona), je mozné vidiet’, ze vysledkom
vyvinu hladkej interpolacie medzi jednotkovymi quaterniénami je hladka interpoldcia medzi vSeobecnymi rotaciami.
Problém nie je trividlny, pretoze H, tvori ne—Euklidovsky priestor, ktory vylucuje zvycajné metddy interpolacie

ako su spline. Ulohou je néjst’ ekvivalentni interpolaéni krivku na povrchu $tvor—rozmernej jednotkovej gule.
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4. Porovnanie quaterniénov, Eulerovych uhlov a matic

V predchadzajtcej kapitole boli predstavené dve metéda otacania:
* Roticie definované Eulerovymi uhlami a reprezentované vseobecnymi transformacnymi maticami.

* Rotacie definované Eulerovym teorémom a reprezentované quaterniéonmi.
V tejto kapitole budd popisané vyhody a nevyhody rozli¢nych met6d.

4.1 Eulerove uhly/matice - nevyhody

Tradi¢ne sa pouzivaji homogénne matice pre reprezentaciu Eulerovych uhlov, pretoze tieto zakladné matice pre
rotacie okolo osi X, Y a Z su jednoduché a dobre znime. Tento histériou podlozeny vyber ma predsa len

nickol’ko nevyhod.

a) Potreba intuicie
Popisanie vSeobecnej rotacie ako rotacii okolo troch zakladnych osi nie je pre animatora prirodzené. Ak, napriklad,

animator chce otocit’ objekt o uhol 30" okolo osi otocenia danej vektorom (1, 1, 1), je velmi zdihavé odvadzat’
odpovedajice Eulerove uhly pre rozklad rotacie na rotacie okolo troch zakladnych osi.

b)  Je doleZité poradie rotacii

Pozivatel' grafického systému musi vyjadrit’ rotacie s reSpektom na isté konvencie, ktoré definujd v akom poradi
budu tri zdkladné rotacie vykonané. Rozlicné konvencie vytvaraji rozlicné vysledky. Napriklad, otocenie E ,Z 0
vytvara odli$né orientacie, ktoré zavisia na tom, ktora konvencia, ¢i X, Y, Z alebo Y, X, Z, je pouzita.

Ako priklad je pouzity objekt v strede stiradnicového systému (pozti obrazok 4.1). Otocenim objektu na obrazku

. 71 71 ..
4.1.1 o uhol E okolo osi X a potom o uhol Z okolo osi Y vznikne vysledok, ktory je na obrazku 4.1.11 . Ak je

. v . & . 7 . 7
namiesto toho pouzitd konvencia Y, X, Z, rotacia sa vykona najprv o uhol Z okolo osi Y a potom o uhol —

okolo osi X a vysledok je na obrazku 4.1.1ii .

/ }‘ . # d > v,
& *~ r I 9 ' 4 \) Y
i) i) i)
Obrizok 4.1
o) Gimbal lock (strata stupfia voP’nosti)

Ziskanie intuitivneho pochopenia ako pracuji matice rotacii je vel'mi t'azké. Presnejsie, je tazké predvidat’ ako sa
postupné rotacie okolo zakladnych osi navzajom ovplyvnia. Vzhl'adom k tomu, Ze maticova reprezenticia
Eulerovych uhlov ma prirodzent jedinecnost’ v parametrizacii, stava sa to eSte t'azsim. Je mozné vytvorit’ takd
postupnost’ rotacii, ze vo vyslednej roticii sa strati jeden stupen volnosti. Tato situdcia sa nazyva gimbal lock (strata
stuptia volnosti).

Gimbal lock je pojem prevzaty z leteckého a vesmirneho priemyslu, kde sa pouzivaju gyroskopy (vytvaraju umely
horizont). Gyroskop v podstate pozostava z troch sustrednych stvorcov alebo kruhov (pozti obrazok 4.2).
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i) i)
Obrizok 4.2

Na obrizku 4.2.1 vnutorny §tvorec reprezentuje os X, prostredny §tvorec os Y a vonkajsi §tvorec os Z. Rotacia

okolo osi X moze vyzerat’ ako ukazuje obrazok 4.2.1i , kde je zndzorneny objekt otoceny o uhol 45" okolo osi X.
Ak potom bude tento objekt oto¢eny o uhol 90" okolo osi Y, ziska sa situdcia zobrazena na obrazku 4.3. V takejto

situacii potom sa javi otocenie okolo osi X alebo okolo osi Z ako otocenie okolo tej istej ost (typicky priklad straty
stupnia vol'nosti).

Obrizok 4.3

Matematicky gimbal lock odpoveda strate stuptia vol'nosti vo vseobecnej matici rotacie:
cospfcoy cog sin sSii- cas gn  aws @os B asin ysin

R@. B.y) cosf siny com cog+ sim sfi sin  a@s @n pin  pos osin (66)
a,p,y)=
4 -sing cosf sirx cog cof
0 0 0 1

Ak teraz 8 :E , potom otocenie pomocou uhla @ ma ten isty efekt ako uskutocnenie tej istej rotacie pomocou

uhla =) Je to viditePné z nasledujiceho odvodenia (st pouzité siétové vzorce pre funkcie COS a Sin):
0 cosysim— cog sip  ca@s cps N $in
R(a,E,y) _ 0 cowr coy+ sim sip  cas s cps &n
2 -1 0 0 0
0 0 0 1
0 sin@-y) cosf-y)
| 0 cosg-y) sing-y)
-1 0 0 0
0 0 0 1

©7)

Zo vztahu (67) je ztejmé, ze otocenie zavisi iba na rozdiele uhlov (@ —)) a preto mé iba jeden stupeti volnosti

T
namiesto dvoch. Pre [ = E zmeny velkost{ uhlov & a ) sa do vysledku premietnu ako rotacie okolo tej istej osi.
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d) ObtiaZna implementacia interpolacii

Bezne sa suradnice kazdej zo zakladnych osi interpoluju nezavisle. A tak si vzajomné zavislosti medzi osami
ignorované. Ale napriklad, ak je pouzita jednoducha linearna interpolacia, tak jej vysledkom st necakané efekty toho,
Ze tieto zavislosti nie st ignorované (pozri [DIK, 1998]).

e) Viacznacna zhoda rotacii

Ak je dana matica rotacii, potom je obtiazne vyriesit’ problém nédjdenia inverznej matice: Aké boli povodné rotacie
okolo zakladnych osf? Vo vSeobecnosti neexistuje jednoznac¢né riesenie tohto problému (pozti kapitolu 6).

Okrem toho, jedna rotiacia moze byt’ reprezentovana mnozstvom odlisnych matic rotacii. A nakoniec, mapovanie
medzi roticiami a maticami rotacii nie je ani injektivne ani surjektivne.

f) Vysledok zloZenia (rotacii) nie je jasny

Podla Eulerovho teorému mézu byt dve postupné (za sebou nasledujuce) rotacie vyjadrené ako jedna rotacia. Pre
Eulerove uhly, musia byt zostavené dve matice rotacii a vynasobené aby sa ziskala vysledna rotacia. Urcenie tejto
rotacie je zdlhavé a vo vieobecnosti nevratné (nie je mozné spitné otocenie — opaéna rotacia).

Q) Reprezentacia je redundantna

Homogénne matice obsahuju postradatelné (nepotrebné) informacie. Ak st tieto matice pouzité vylucne pre
reprezentaciu rotacif, obsahuji nuly na niektorjch miestach (nuly na miestach (4,1) a (i,4) pre 101, 2,3}).
Okrem toho, matica pouziva 9 miest (nie st na nich nuly) pre 4 stupne vol'nosti, ktoré st potrebné pre popis roticie
podla Eulerovho teorému.

Avsak pretoze matica rotacii musi byt’ ortonormalna existuje 6 obmedzeni (kazdy riadok musi byt’ jednotkovym
vektorom a stlpce musia byt’ vzajomne ortogonalne), ktoré musia byt’ zachovavané pocas vypoctov.

4.2 Eulerove uhly/matice - vyhody

Vyhodou implementicie pomocou matic je to, ze jednotlivé matematické vzt'ahy st dobre zname a aplikacie matic
sa daju relatfvne 'ahko implementovat’ pomocou $tandardnych programovych balikov. Avsak tieto vyhody su viac
historického charakteru nez racionalne zistené uvahy.

Hlavnou vyhodou je schopnost homogénnych matic reprezentovat’ vsetky ostatné zdkladné transformacie
(posunutie, zmena mierky, projekcia a skosenie).

4.3 Quaternidny - nevyhody

a) Quaterniony reprezentuju iba rotaciu

Je mozné implementovat’ posunutie pouzitim quaterniénov (scitanie quaterniénov moze byt’ pouzité ako zmena
posunutia interpretujic vektorova ¢ast’ quaterniéna ako vektor posunutia). V [Maillot, 1990] je definovany druh
homogénnych quaterniénov s nasobenim, ktoré vytvara multiplikativne posunutie a otocenie.

Napriek tomu je mozné definovat’ homogénny quaternién a tym zahrnit’ kompoziciu posunuti. Ale toto rozsirenie
nie je také elegantné ako homogénne matice. Homogénne rozsirenie quaterniénov je v literatire ignorované.
Quaterniény st vyluéne pouzivané na roticiu a matice su pouzivané na vsetky ostatné transformacie.

b) Vztahy popisujiice quaterniony vyzeraji komplikovane

Quaterniény nie st zahrnuté v §tandardnych studijnych osnovach modernej matematiky a pocitacovej grafiky. Snad’
niekol'ko poznatkov o grupe quaterniénov je v algebre, ale aj tak poznatky o quaterniénoch nie si vo vseobecnosti
rozsiahle. Preto si quaterniéony vyzaduju na zaciatku trochu namahy pri nastudovani si zakladnych vzt’ahov. Avsak,
quaterniony nepredstavuji problém pre toho, kto dokaze pochopit’ algebru matic.

4.4 Quaterniony - vyhody

a) ZretePna geometricka interpretacia

Quaterniény vyjadruju otocenie ako uhol otocenia okolo osi otocenia. Toto je omnoho prirodzenejsi sposob
vnimania (vyjadrenia) rotacie nez pomocou Eulerovych uhlov.

Zretelna korespondencia medzi Eulerovym teorémom a roticiami reprezentovanymi quaterniénami napomaha
intuitivhemu pochopeniu quaterniénov. Mapovanie medzi rotaciami a quaterniénami je preto jednoznacné s jedinou
vynimkou, ze kazda rotdcia moéze byt reprezentovana dvoma quaternionami. To sa javi ako slabina v reprezentacii
pomocou quaterniéonov. To, ze  a —( odpovedaju tej istej rotacii vSak na druhej strane vzbudzuje radost’
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matematikom. Pretoze samotné roticie vystupuji v dvojiciach. Ak je dana rotdcia, potom je mozné ziskat’ td istd
rotaciu otocenim v opa¢nom smere okolo opacnej osi (pozri kapitolu 3.3.7).

b) Nezavislost’ od suradnicového systému

Rotéacia pomocou quaterniénov nie je ovplyvnena vyberom suradnicového systému. Pouzivatel’ grafického systému
sa nepotrebuje trapit’ so spolahlivymi konvenciami (dohodami) poradia rotacii okolo zakladnych osi.

¢) Jednoduché metédy interpolacie

Quaterniény umoznuji elegantné formulacie mnozstva interpolacnych met6éd. Dosiahnutie hladkej interpolacie je
preto jednoduchsie pouzitim quaterniénov nez pouzitim Eulerovych uhlov. Bude o tom pojednané v kapitole
Chyba! Nenasiel sa Ziaden zdroj odkazov..

d) Kompaktna reprezentacia

Reprezentacia rotacii pomocou quaterniéonov je kompaktna v tom zmysle, ze je stvor-rozmernd a preto ako jedina
obsahuje pozadované styri stupne vol'nosti podl'a Eulerovho teorému.

Podla teérie quaterniénov, vsetky nenulové quaterniéony mozu byt pouzité pre reprezentaciu rotacie (pozti
doésledok 18). V praktickych aplikaciach sa pouzivaju iba jednotkové quaterniony. Takze iba jedind podmienka
(obmedzenie na jednotkovy quaterniéon) musi byt’ pocas vypoctu splnena namiesto siestich podmienok pri pouziti
matic rotacii.

e) Nestraca sa stupeil vol’nosti (gimbal lock)

Pretoze gimbal lock je vlastny maticovej reprezenticii Eulerovych uhlov, tento problém sa neobjavuje
Vv reprezenticii pomocou quaternionov.

f) Jednoducha kompozicia rotacii

Pouzitim quaterniénov je mozné rotacie pohodlne skladat’. Zlozenie odpoveda nasobeniu quaterniéonov. Rotacia

pomocou quaterniénu ¢ nasledovana roticiou pomocou quaternionu Q, sa dosiahne roticiou pomocou

quaternionu Q,0.

4.5 Zhrnutie

Boli uvedené rozlicné vyhody a nevyhody pre dve metédy otacania. Eulerove uhly reprezentované maticami vedu
k viacerym problémom. Rotdcia musi byt’ vyjadrena ako uhly otocenia okolo troch explicitnych osi a pritom poradie
ich vykonavania (jednotlivych otoceni) je vel'mi dolezité. Je mozné ,,prist’ o jeden stupent volnosti (t.j. matica sa
zablokuje) a nakoniec je problematické udrzat’ matematické podmienky v konzistencii po¢as vypoctov.

Reprezenticia pomocou quaterniénov je kompaktna s omnoho prirodzenejsou geometrickou interpretaciou
a parametrizaciou rotacie, ktora je nezavisld na suradnicovom systéme.

Jedinou skuto¢nou vyhodou maticovej reprezenticie je moznost’ reprezentovat’ vsetky ostatné transformacie.

V stcte, quaterniony sa ponukaji ako najlepsia volba pre reprezenticiu rotacii.

4.6 Iné metddy otdcania

V predchadzajucich kapitolach bolo popisané, ze najprijatelnejSou reprezentdciou rotacii je reprezentacia pomocou
quaterniéonov. Avsak tato reprezentacia bola porovnavana len s jednou metédou. A to s metddou rotacii zalozenych
na Bulerovych uhloch a reprezentovanou maticami rotacii.

Samozrejme, je mozné pripustit’ aj iné metddy rotacii. Napriklad, uz zname metédy mozno kombinovat’ navzajom.
Je mozné definovat’ maticu rotacii zalozent na Eulerovom teoréme (pozti [Fol, 1990]). Tym sa odstrania problémy
spojené s Bulerovymi uhlami a dosiahne sa lepsia korespondencia medzi maticami rotacii a mnozinou rotacif. Ale aj
tak zostavaji problémy s touto metédou. Napriklad, inverzné mapovanie z matic rotdcii na roticie je stale
nejednoznacné. A d'alej, maticovd reprezenticia nie je velmi vyhovujuca pre interpolacné algoritmy.
A v neposlednom rade, pri pouziti matic rotacii je stale nutné zachovavat’ podmienky definované pre ortonormalne
matice.

V tomto ucebnom texte neboli rozvijané myslienky inych metdd oticania, nez tych, ktoré boli predstavené. Je to
sposobené tym, ze predstavené metédy st najdolezitejsie z pohladu pocitacovej grafiky. Eulerove uhly a matice st
najbeznejsou metdédou oticania spominanou v literatire a pouzivanou v realnych aplikiciach pocitacovej grafiky.
Avsak quaterniony maju svoje nepopieratelné vyhody.

SVR - 21 -SVR



KPI FEI TU KoSice Quaterniony

5. Moznosti implementacie quaterniénov

Mnohé grafické systémy a systémy virtualnej reality zvlast’ sa uz v dnesnej dobe nezaobidu bez tzv. dynamickych
(pohybujtcich sa) objektov. Tuto dynamiku zabezpecuji vo vicsine geometrické transformacie nad tymito objektmi.
A ako uz z predchadzajicich kapitol je zrejmé, hlavnou oblastou implementicie quaterniénov budd rotacie
objektov. Avsak pre tuto implementiciu je potrebné mat’ moznost’ pristupu k siradniciam vrcholov resp. inych
bodov objektov, ktoré st dynamické (je potrebné ich otocit’). Sucasné grafické systémy OpenGL a DirectX vsak
tuto moznost’ neposkytuju. Preto je potrebné zabezpecit’ to inou formou. Ak sa napriklad graficky systém, ¢i uz
OpenGL alebo DirectX, pouziva iba na zobrazovanie, to znamend, ze vsetky ostatné problémy resp. algoritmy sd
implementované ,,ru¢ne® programatorom, potom nie je problém dostat’ sa k potrebnym udajom.

a) Klasicky pristup
Vo vseobecnosti je mozné implementovat’ quaternioény ako udajovu Struktaru:

typedef struct

long double r;
long double i;
long double j;
long double k;
}Quaternion;

Pricom jednotlivé polozky tejto tdajovej Struktiry reprezentuju jednotlivé stradnice quaterniéna a neodlisuje sa
pritom vektorova cast’ od skalarnej Casti.

b) Objektovy pristup
V stcasnosti sa stava velmi popularnym objektovo-orientovany pristup k implementdcii réznych problémov na
dislicovych pocitacoch. V duchu tejto metodiky je mozné zadefinovat’ si vlastnu triedu Quaternionnapriklad takto:

class Quaternion

L
public:
double w, x, y, z;

Il konStrukcia a deStrukcia

Quaternion () {}

Quaternion (double _w, double _x, double _y, do uble _z);
Quaternion (const Quaternion& q);

/I konverzie medzi quaterniénami, maticami a Eu lerovymi uhlami
void FromRotationMatrix (const double R[3][3]);
void ToRotationMatrix (double R[3][3]) const;

void FromAngleAxis (const double& angle, const double& ax,
const double& ay, const double& az);
void FromAngleAxis (const double& rdAngle, cons t Point3& rkPoint);
void ToAngleAxis (double& angle, double& ax, do uble& ay, double& az) const;
void ToAngleAxis (double& rkAngle, Point3& rkPo int) const;

/I aritmetické operacie
Quaternion& operator= (const Quaternion& q);

Quaternion operator+ (const Quaternion& q) cons t;
Quaternion operator- (const Quaternion& q) cons t;
Quaternion operator* (const Quaternion& q) cons t;
Quaternion operator* (double c) const;

friend Quaternion operator* (double ¢, const Qu aternion& q);

Quaternion operator- () const;

/I z&kladné vz tahy potrebné pre vypo ¢ty obsahujice quaterniony

double Dot (const Quaternion& q) const; // ska larny s ¢in quaternionov
double Norm () const; // norma quaterniéna

Quaternion Inverse () const; // inverzny quate mion

Quaternion Unitinverse () const; // jednotkovy quaternion

Quaternion Exp () const;
Quaternion Log () const;

/I oto ¢enie bodu pomocou quaterniénov
Point3 operator* (const Point3& pt) const;
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/I sféricka linearna interpolacia
static Quaternion Slerp (double t, const Quater nion& p,
const Quaternion& q);

static Quaternion SlerpExtraSpins (double t, co nst Quaternion& p,
const Quaternion& g, int iExtraSpins);

/I nastavenie parametrov pre sférickd kvadratic ka interpolaciu
static void Intermediate (const Quaternion& g0, const Quaternion& g1,
const Quaternion& g2, Quaternion& a, Quater nion& b);

/I vlastna sféricka kvadraticka interpolacia

static Quaternion Squad (double t, const Quater nion& p,

const Quaternion& a, const Quaternion& b, ¢ onst Quaternion& q);
static Quaternion ZERO; /I nulovy quaternion
static Quaternion IDENTITY;

5.1.1 Rotacie objektov

Roticie objektov reprezentované quaterniéonmi su jednou z moznosti aplikidcie quaternionov v praxi. Je vsak
jektov e quate ) q
potrebné objasnit’ niektoré aspekty tejto implementacie.

Aj ked’ sa na prvy pohl'ad mézu zdat’ vztahy popisujice quaterniony ako zlozité, po dokladnom pochopeni ich
vlastnosti a zakonitosti sa nasledna implementacia stava jednoduchou. Pre dokladni implementaciu rotacii pomocou
quaterniéonov je potrebné implementovat’ niekolko vztahov, ktoré su potrebné pre spravnu funkciu celej
implementacie rotacil. Aj ked rotaciu bodu pomocou quaterniénov popisuje len jediny vzt'ah (dosledok 20), je
potrebné implementovat’ aj dalSie vzt’ahy (vypocet inverzného quaterniénu, normy quaterniébnu a nasobenie
quaternionov).

5.1.1.1 Nasobenie quaterniénov
Pre implementaciu nasobenia quaterniénov je pouzitd maticova reprezenticia vzt’ahu popisanom v dosledku 4.
qd =[s V][s,V]
=(s+ix+jy+kz)(s +ixX +jy +kZ)
=S -(X+ W+ Z)+Hi(X+sx+y—-zy)+ (68)
(& +sy+ X = x) +K(Z + 52+ — ¥X)
=[ss -vIV,vxV' +sv' +sV]

Implementacia moze vyzerat’ takto:

a) Klasicky pristup
Vstupom funkcie QMmult st dva quaterniény a vystupom vysledok ich vyndsobenia (tiez quaternion).

Quaternion Qmult(Quaternion a, Quaternion b)

{

Quaternion c;

c.r =a.r*b.r- a.i*b.i - a.j*b.j - a.k*b.k;

c.i=a.rh.i +a.i*tb.r + a.j*b.k - a.k*b.j;
c.j=ar*hj+ajb.r + ak*b.i-a.i*b.k;
c.k =a.rb.k + a.k*b.r + a.i*b.j - a.j*b.i;

return(c);

b) Objektovy pristup
Vytvorenie konstruktora ,,** (pri pouzit - vykonanie nasobenia quaterniénov):

Quaternion Quaternion::operator* (const Quaternion& q) const
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{
return Quaternion
(
W*Q.W-X*q.X-y*q.y-2*q.Z,
W*Q.X+x*q.w+y*q.z-2*q.y,
wW*Q.y+y*q.w+z*g.X-X*q.2,
W*Q.z+2z*q.Ww+x*g.y-y*q.X
)
}

5.1.1.2 Inverzny quaternion
Pre vypocet inverzného quaterniona je pouzity vzt'ah (ak je dany quaternién Q=[S V]):

q-=[s(-1)v] (69)

a) Klasicky pristup
C A , sz , : , ‘2 -1
Funkcia QIiNV ma na vstupe quaternion a a na vystupe inverzny quaternion a .

Quaternion Qinv(Quaternion a)
Quaternion b;

br=aur;

b.i = (-1)*a.j;
bj=(-1)*aj;
b.k = (-1)*a.k;

return(b);

b) Objektovy pristup

Quaternion Quaternion::Inverse () const

{

double norm = w*w+x*x+y*y+z*z;
if (norm >0.0)

norm = 1.0/norm;
return Quaternion(w*norm,-x*norm,-y*norm,-z *norm);

}

else

/I vréati chybu
return ZERO;

}
}

Tato funkcia vrati inverzny quaternion a uz aj jednotkovy quaternion aj ked’ na vstupe nebol jednotkovy. Pretoze
pre vypocet otocenia si potrebné jednotkové quaterniény (ich norma md hodnotu jedna). Quaternién sa stane
jednotkovym po aplikacii vzt'ahu:

q=— (70)
[El

5.1.1.3 Norma quaterniéonu

Pre vypocet normy quaterniénu je potrebné implementovat’ vzt'ah:

o =&+ %+ v+ 2 1)

a) Klasicky pristup
Funkcia Qrenormma na vstupe nejednotkovy quaternién a na vystupe odpovedajici jednotkovy quaternién:
Quaternion Qrenorm(Quaternion a)

{
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Quaternion b;
long double ver;

ver=(a.rsa.r)+(a.i*a.i+(a.j*a.j)+(a.k*a.k);
ver=1/sqrt(ver);

b.r=a.r*ver;
b.i=a.i*ver;
b.j=a.j*ver;
b.k=a.k*ver;

return(b);

Tato funkcia vytvara zo vSeobecného quaterniénu jednotkovy (obsahuje v sebe aj implementiciu vzt'ahu pre
vypocet normy quaternionu).

b) Objektovy pristup
Funkcia popisana v kapitole 5.1.1.2 obsahuje v sebe implementaciu vzt'ahu pre vypocet normy quaternionu.

5.1.1.4 Jednotkovy quaternion

Pre implementaciu rotacii je potrebné implementovat’ aj vzt’ah podla ktorého je mozné I'ubovolny quaternion
implem jep p . ] p ] y q
previest’ na jednotkovy. Tento prevod sa uskutocniuje vzt’ahom:

q=r 2
o
a) Klasicky pristup
Klasicky pristup je popisany v kapitole 5.1.1.3, kde je navrhnutd funkcia, ktora prevadza 'ubovolny quaternién na
jednotkovy.

b) Objektovy pristup
Objektovy pristup je popisany v kapitole 5.1.1.2, kde je navrhnuta funkcia vo vautri ktorej sa Pubovolny quaternion
prevadza na jednotkovy.

5.1.1.5 Vlastna rotacia

Pre implementaciu roticie reprezentovanu quaterniénmi je potrebné implementovat’ vzt'ah:

potoéeny = qpp()vodngq_l (73)

V tomto vztahu je dvakrit pouZity vzt'ah pre nasobenie quaterniénov. Aby sa zbodu P stal quaternion, je
potrebné ,,pridat’™* d’alsiu siradnicu. Jeho poévodné siradnice potom tvoria vektorovid ¢ast’ quaterniona a realna cast’
je rovna nule. Cize vysledny quaterniéon potom vyzera takto:

p=[0,(R.R,R)] (74)

Pri implementacii rotacie je st pozité funkcie pre nisobenie quaterniénov.

5.1.2 Animacia (pohyb) objektov
Animacia ako takd je sucastou kazdého grafického systému, ktory pouziva dynamické objekty. Pre animaciu
pomocou quaterniébnov sa pouzivaju interpolacné metédy, ktoré maju vplyv na hladkost’, rychlost’ a kvalitu

prechodu z jednej pozicie do druhej. Podrobnejsi rozbor tychto metéd aj s demonstraénymi prikladmi sa nachadza
v [DIK, 1998].

Pre implementaciu nasledujucich funkcif reprezentujicich jednotlivé metédy interpolacie su potrebné d’alsie funkcie,
ktoré st pouzité vo vautri nasledujucich funkcif.
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6. Konverzie medzi metédami reprezentacie rotacii

6.1 Prevod Eulerovych uhlov na matice

Rotécia okolo osi X pomocou uhla @ nasledovana roticiou okolo osi Y pomocou uhla 8 ukonéeni roticiou okolo

osi Zpomocou uhla J je zapisana v maticovom zapise (st pouzité homogénne matice rozmeru 4% 4) takto:

R(a,8.y)= R(a@) R(5) R(y)

[cosy -siny 0 cog 0 sif 1 0 o o
_ siny coyy O 0 1 0 0 cas - sin 0 (75)
0 0 1 0||-sing 0 cog 0 sim cos 0
0 0 01 0 0O O 0O O 0
[cosf coy cog sia sii- cas gn @s @os B asin ysin
_|cosBsiny com cof+ sm s sin —( cps s+ cos Bin ysin
- -sing cosB simr cog co8
L 0 0 0 1

6.2 Prevod matic na Eulerove uhly

Matica rotaci, ktora vznikla pri prevode Eulerovych uhlov na matice je Startovacim bodom pre konverziu matic na
Eulerove uhly. Konverzia na Eulerove uhly si vyzaduje inverznid trigonometrickd funkciu. Ani funkcia arcCos ani
funkcia arcSinnedavaji hodnoty na celom intervale od =77 do 7T. Je teda potrebné zaviest’ hodnoty pre funkciu
Sin aj pre funkciu COS pre vsetky uhly. Pouzitim hodn6t oboch funkcii COS aj SiN budd pdvodné uhly uhly

z intervalu ]—n, n] ak V=sgn(sinv )arccos( , kde funkcia SgN je definovana takto:
sgn(0)= 0

ank)=T v
Je mozné priamo oznacit’ SiNS ako —R,;. Izolovanim COSL dostaneme nasledujtice vztahy:

COSZ,BZ (_Rn%z R;— R Fg]) I R,

cos' B=(-R,R;R:+ R; Fg]) 'R, )

(_
cos B = (_Rs,z R.Rut Ry R3) IR
cos B = (_Rs,l R R~ Ry RQ) I B

Z tychto vztahov (77) viak nie je zrejmé, aké znamienko ma funkcia COSf3. To znamena, Ze je mozné uréit’ uhol

. . . . . Lo . . . T T
LB priamo z funkcie SINS. Dalsim spésobom uréenia uhla [ je obmedzit’ ho na interval [7 ,E} , aby bolo

mozné predpokladat’, Ze funkcia COS/3 je kladn4 (jej hodnota).

Utrcenie hodnot funkcii COS a SiNpre uhly @ a ) si vyzaduje urcit hodnotu funkcie COSf. Ak predpoklad, ze
COS/ je kladni hodnota, neplati, potom taktiez @ a ) su uréené nesprivne. Vztahy pre vipocet hodnot funkcii
COS a SiNn vyzeraju takto:
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L =arcsinER,; ) Predpoklad ,BD{%T LZT} )
cosay :i
cosp (78)
sina L
cosf
- Ry
4 cosf
- Ry
v cosf

T
Tieto vztahy (78) si samozrejme vyzadujt, aby COSB# 0. Ak sa cOSf = O, potom [ = iE. Tento stav

odpoveda strate stupnia vol'nosti (gimbal lock, zablokovanie) a teda je nemozné odlisit’ uhol @& od uhla ). A teda je

potrebné definovat’ ) = 0.V tejto situdcii je mozné uhly urdit’ takto:

B =arcsinER,, ) Predpoklad ,BD[%T 7—7} )

2
cosa =R, (79)
sing =-R,
y=0

6.3 Prevod quaterniéonov na matice
Rotacia vektora P=(X, Y, 2 quaterniénom ( je dana vztahom ([0, p] q’l. Je potrebné urcit’ odpovedajicu
maticu, ktora nisobenim zlava pomocou [X Y Z:I.]T déava ten isty vysledok.
Produkt dvoch quaterniénov @, =[W (8 0 Q] 2 g, =[S(% ¥ 3] (zapisanych v i, ],K notacii) vyzera takto:
0,0 =(wtiatjbrkg(srixj yk )
=(ws— ax- by- cx+i( a3 wx cy pz (80)
j(bs+ wy+ cx ap+k( cs wz bx jpy

A vzt'ah (80) zapfsany v maticovej reprezentacii (quaternién [S, (X Y, 9] je zapisany ako stlpec v tvare

XV, Z a znak |, X oznacuje nasobenie quaternionov) vyzera takto:
b > q ] q V}/

a X WX— Cy bz as
b y cx+ wy- az bs
a4 = X4 = 81)
C z —bx+ ayr wz c
w S —ax— by- cz w

A teraz je mozné napisat’ matice odpovedajuce nasobeniu quaterniénom zl'ava a sprava. Najprv bude urcena matica
qu taka, ze qu G, = 0,0, akde @, a Q,G, st zapisané ako stipce:
w -c b a
c w -a b
V,, =
b a w c
-a b -c w

82)

Teraz bude zapisand matica H takd, ze Hy =00
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l
N
0]
x
nw N < X

-X -y -z

®3)

Teraz je moiné zapisat’ maticu M takd, ze Mp= [0, p] ™. Pouwzitim q=[S(X ¥ 2] a g =[S(=%— Y%~ 3]

pOtOm:
M =V, H_.
(s -z y X[ s -z y-
lz s -xy| z s-x-
|-y x s zll-y x s -
X -y -z s|| x y z s

[1-2(y?+ 7))  2xy- 2sz 2sy 2 xz
2xy+2sz  1-2(y+ 2) -2sx2yz
—2sy+2xz  2sw2yz 1 2(3 %)

0 0 0 1

6.4 Prevod matic na quaterniény

Prevod matice rotacii na odpovedajuci jednotkovy quaternion pouziva maticu M (vztah
bola vytvorena prevodom quaterniénov na maticu. Najprv sa nijde Sa to takto
My + M+ Mgt M = 4_4(X2 + y2 + Zz)

=4-4(1-5%) (Pretoze ($+ X+ Y+ Z2=1))

= 4¢°

Teraz, po ziskani S, je potrebné ziskat” ostatné hodnoty:
p jep

1
S:iE\/Mll+ My + Mg+ My,

- Msz_Mzs
4s

_ Ml3_M3l
y 4s

7= M, -My,
4s

34)

84),  ktora

(85)

(80)

Znamienko S sa nedd urcit’. Podla vyberu znamienka Ssa zmenia aj znamienka pre X, ¥ a S. To znamena, Ze sa
vyberd vlastne medzi quaterniénom a jemu odpovedajicim zapornym quaterniéonom. Lenze tieto quaterniény

reprezentuju td istd rotaciu, ale vyberom znamienka pre Smodze byt” ovplyvnena interpolacna krivka.

Lenze to v praxi nepredstavuje problém, pretoze celkova interpoldcia je vypocitana pomocou quaterniéonov. Staci

jednoducho zvolit’ si ako hodnotu (znamienko) pre Sa to kladny korent odmocniny.

6.5 Prevody medzi quaternionami a Eulerovymi uhlami

Tieto konverzie je mozné 'ahko dosiahnut’ prechodom cez matice pouzitim predchadzajucich konverzii.

Preto zostiva obmedzenie pre uhol [ zkonverzii medzi maticami a Eulerovymi uhlami aj pre konverziu

z quaterniénov na Hulerove uhly. Nie je mozné vyhnit’ sa tomuto obmedzeniu (alebo podobnému) ani pouzitim

priamej konverzie medzi quaterniénami a Bulerovymi uhlami.
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